Leccion 1

Numeros complejos y funciones complejas elementales

1.1. Introduccion

Los niimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de
polémicas y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente
evidencia de su utilidad, acabaron por ser comtiinmente aceptados, aunque no fueron
bien comprendidos hasta épocas recientes. Nada hay de extrafio en ello si pensamos que
los niimeros negativos no fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de
Cardano (1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el célculo de las raices de
la cibica o ecuacién de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmé que
‘ciertas ecuaciones algebraicas solo tienen solucion en nuestra imaginaciéon” y acuii6 el
calificativo “imaginarias” para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo
XVIIIlos nimeros complejos o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con
frecuencia, cuando la solucion es un problema resulta ser un ntimero complejo se inter-
preta esto como que el problema no tiene solucién. Para Leibnitz “el niimero imaginario
es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no ser”.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeros reales responden al proble-
ma bien cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los nimeros
complejos. Mientras los matematicos necesitaron interpretar en términos fisicos sus ob-
jetos de estudio, no se avanz6 mucho en la comprensién de los nlimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con ntimeros complejos se debi6 a que ellos no
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se preocuparon de la “naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;qué es un nime-
ro complejo?”, sino que se dijeron ‘a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos”.
Es Gauss quien definitivamente concede a los niimeros complejos un lugar privilegiado
dentro de las matemadticas al probar en 1799 el conocido como Teorema Fundamental
del Algebra que afirma que toda ecuacién polinémica de grado n con coeficientes com-
plejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como su orden, nraices que también son
numeros complejos. Es facil entender lo que significa este teorema. Fijate en cada una de
las ecuaciones:

X+3=0, 2x+3=0, x*—2=0, X*+2x+2=0

Cuyas soluciones
Xx=-3, x=3/2, x=+V2, x=1+i

tienen sentido cuando x es es, respectivamente, un ntimero entero, racional, real o com-
plejo. Podria ocurrir que este proceso de ampliacién del campo numérico continuara.
;Qué ocurrird si ahora consideramos ecuaciones polinémicas con coeficientes comple-
jos? Por ejemplo:

X+ (L—i* 4 (1/5-ivV2)x2 —8x+3—i/vV3=0

;Como serdn sus soluciones? ;Apareceran también nuevos tipos de nimeros? El Teorema
Fundamental del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene soluciones que fambién son
nimeros complejos y, por tanto, que no aparecerdn ya por este procedimiento nuevos
tipos de nimeros.

El término, hoy usado de “niimeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo
popular la letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporddicamente. En 1806 Argand
interpreta los nlimeros complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es conside-
rada como el nacimiento de la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica
en dicho afio la Memoria sobre la Integracién Compleja que Cauchy habia escrito ya en
1814.

Estructura de la leccidn y objetivos
Laleccidn estd estructurada en tres partes:

= Algebra y operaciones bésicas con ntimeros complejos.

Ademés de dar las definiciones bdsicas y explicar la terminologia, a veces confusa,
que se usa para hablar de nimeros complejos, comprobaremos lo ttiles que son las
coordenadas polares para multiplicar nimeros complejos. Aparece asi la llamada
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forma polar de un ntimero complejo y el importante concepto de argumento prin-
cipal. Todavia no he encontrado ningtin libro que explique el porqué de su defini-
cién. Un resultado muy 1til es la férmula de De Moivre que nos permitira calcular
las raices de orden nde un ndmero complejo. Las raices complejas no se comportan
igual que las reales y eso es algo que no suele venir explicado en los libros de texto.
Al terminar esta leccion seras capaz de ver donde estd el error en expresiones como:

—1=i?=ii=V-1V-1=/(-1)(-1)=V1i=1
i= ()2 =[(-)¥2 = (-1 =i =i

También veremos que el mddulo de un niimero complejo relaciona la norma eucli-
dea en R? con el producto complejo y ello proporciona una herramienta muy util
para trabajar con la norma euclidea en el plano.

= Sucesiones de nimeros complejos.

Daremos las definiciones bésicas de convergencia de una sucesiéon de ntimeros
complejos y veremos que el estudio de una sucesién de niimeros complejos es equi-
valente a estudiar dos sucesiones de nimeros reales. Veremos como las sucesiones
de niimeros complejos permiten definir con facilidad los conjuntos fractales de Ju-
liay de Mandelbrot.

= Funciones elementales complejas.

Daremos las definiciones bdsicas de continuidad y derivabilidad de funciones com-
plejas. Introduciremos la funcién exponencial compleja y comprobaremos que di-
cha funcién contiene a las funciones elementales en el sentido de que todas pueden
definirse con facilidad a partir de ella. En particular, las funciones trigonométricas
estan relacionadas con la funcién exponencial; resultado que no cabe ni siquiera
sospechar cuando se estudian dichas funciones en el contexto real.

La justificacion de esta leccion es clara: los nimeros complejos son una herramienta
bésica de célculo. Son especialmente ttiles para trabajar con funciones trigonométricas
por medio de las formulas de Euler y por ello en la teoria de series de Fourier se hace uso
constante de ellos. Las transformadas de Fourier y de Laplace son funciones complejas.

Haremos dos précticas relacionadas con esta leccion. En la primera aprenderds a usar
los comando bésicos de Mathematica para trabajar con ntimeros complejos. Precisa-
mente, Mathematica trata por defecto todas las variables como si fueran niimeros com-
plejos. Comprenderés las respuestas llamativas que da Mathematica cuando escribes
(Z’3)1/13)  , ExplLog[z]] oLog[Exp[z]] .Asimismo aprenderds a usaralgunos comandos
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especificos para representar graficamente funciones complejas. La segunda préctica tra-
tard de los conjuntos de Julia y de Mandelbrot y aprenderds a usar el método de Newton
para polinomios complejos con el propésito de generar hermosos conjuntos fractales.

Para seguir con comodidad esta leccién conviene que repases:

= Las funciones trigonométricas reales y sus “inversas”: definicion y propiedades ba-
sicas. En particular, la funcién arcotangente.

= El concepto de limite de una sucesion de ntimeros reales. El llamado “criterio del
zapato” para la indeterminacion 1”. La relacién entre limite funcional y limite se-
cuencial.

1.2. Operaciones basicas con niimeros complejos

Definicién 1.1. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y producto
definidas por
(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las ope-
raciones asi definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del
producto. Ademads, (—a, —b) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) # (0,0) tiene inverso

a -b
@0 (g ) = (10

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?,+,-) (Iéase “el conjunto R? con las
operaciones de adicién y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbdli-
camente por Cy sus elementos se llaman niimeros complejos.

Comentarios a la definicién

Alos elementos de R? se les llama unas veces pares ordenados de niimeros reales, otras
vectores o puntos y también niimeros complejos. La razén de esto es que en R? conviven
varias estructuras cada una con su terminologia propia. Por eso a los elementos de R?
se les llama vectores si se estd considerando la estructura de espacio vectorial, puntos si
fijamos la atencion en la estructura topolégica o afin, pares ordenados cuando estamos
pensando en R? como conjunto sin ninguna estructura particular y niimeros complejos

Departamento de Andlisis Matematico Célculo Avanzado - 3° Ingenieria Informatica



Leccién 1. Ntimeros complejos y funciones complejas elementales 5

cuando se considera la estructura de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos
se usan a veces en un mismo parrafo lo que puede resultar confuso. La regla que debes
tener siempre presente es que todo concepto matematico tiene sentido propio dentro
de una determinada estructura matemadtica. Por ello, a un elemento de R? se le llama
ntmero complejo cuando se va a usar el producto antes definido que es lo que en realidad
distingue a los nimeros complejos de los vectores de R?.

Forma cartesiana de un niimero complejo

El simbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para re-
presentar el nimero complejo (a,b). Para convencerte calcula (1, —1)* Representaremos
los niimeros complejos con un simbolismo mds apropiado en el que va a intervenir el
producto complejo. Para ello, observa que:

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
(a,0)(b,0) = (ab,0)
esto indica que los nimeros complejos de la forma (a,0) se comportan respecto a la suma
y la multiplicacién de niimeros complejos exactamente de la misma forma que lo hacen
los nimeros reales respecto a la suma y multiplicacién propias. En términos, més técni-
cos, R x {0} es un subcuerpo de C isomorfo a R. Por esta razén, en las operaciones con

ndmeros complejos podemos sustituir los complejos del tipo (a,0) por el nimero real a.
Es decir, hacemos la identificacién (a,0) = a.

Fijate que con dicha identificacion el producto a(c,d) tiene dos posibles interpreta-
ciones: producto del escalar real a por el vector (c,d) (estructura vectorial de R?) y pro-
ducto del complejo (a,0) por el complejo (c,d). Pero ambos coinciden y son iguales a
(ac,ad).

El nimero complejo (0,1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que
i2=(0,1)(0,1) = (-1,00 = -1
Ahora podemos escribir
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a+ bi

Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del nimero complejo a—+ ib. El
producto ahora es muy fécil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac+i%bd+i(ad+ bc) = ac— bd+i(ad+ bc)

Es costumbre representar los niimeros complejos con las letras z y w y reservar las
letras X, y, U, v para representar niimeros reales. Una expresion de la forma z= x+ iy se
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interpreta como que zes el nimero complejo cuya parte real es X y cuya parte imaginaria
es y. Se escribe Re(z) e Im(z) para representar las partes real e imaginaria de z. Natural-
mente, dos niimeros complejos son iguales cuando tienen igual parte real e igual parte
imaginaria.

Comentarios ala definicién usual i = /-1

Acabamos de ver que i = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni més, que
i =+/—1. Fijate lo que ocurre si ponemos i = /—1y manejamos ese simbolo con las reglas
alas que estamos acostumbrados:

i2=—1=ii=v-1vV—-1=/(-1)(-1)=vV1=1
Luego 1 = —1. Por tanto, las matemadticas son contradictorias y aqui hemos acabado.

Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fijate que en la
expresion /—1no puedes interpretar que —1 es el nimero real —1 (porque, como sabes,
los niimeros reales negativos no tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que interpre-
tar —1 como el nimero complejo —1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta
asi que estamos usando raices de nameros complejos sin haberlas definido y dando por
supuesto que dichas raices verifican las mismas propiedades que las de los niimeros reales
pOsitivos.

Antes de escribir v/—1 hay que definir qué significa /z para ze C. Cuando lo hagamos
veremos jsorpresa! que la igualdad /z,/W = ,/zw, vdlida cuando zweR™, no es cierta en
general cuando z,we C.

Todavia mas disparatado es definir i = v/—1 sin ni siquiera haber definido antes los
ntmeros complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define
(porque si, sin mas explicaciones) i = v/—1y a continuacion se dice que los nimeros de la
forma a-+ib son los nimeros complejos. No es de extrafiar que luego resulte que 1 = —1.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho (como te convencerds cuando estudies la teoria de
funciones de variable compleja) pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene
dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras estdn armoniosamente
relacionadas. Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden
en C, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. En
efecto, si suponemos que < es una relacion de orden en C compatible con su estructura
algebraica, como i # O habria de ser 0 < i2= —1 (esto todavia no es contradictorio porque
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pudiera ocurrir que la relacién < no respetara el orden de R). Pero también 0 < 1% = 1,
luego 0 < 1+ (—1) = 0y eso si que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma
que la suma y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define en
C ningtn orden. Asi que ya sabes: jimucho cuidado con no escribir desigualdades entre
numeros complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre las partes reales
o imaginarias de nlimeros complejos, porque tanto la parte real como la parte imaginaria
de un niimero complejo son nimeros reales.

1.2.1. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo de un nii-
mero complejo

Es usual interpretar el nimero complejo x+ iy como el vector del plano (x,y) y, en ese
sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje
vertical recibe el nombre de eje imaginario.

/
[REF——=——=-=

N, .
Az=zx—1y

Figura 1.1: Representacion de un niimero complejo

Si z= x+ iy es un numero complejo (con x e y reales), entonces el conjugado de z se
define como:
Z=X—1ly
y el mé6dulo o valor absoluto de z, se define como:
2l =V + Y
Observa que /X2 + Y2 esté definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del nimero real

no negativo x° +y2.

Geométricamente Zes sencillamente la reflexién de zrespecto al eje real, mientras que
|z| es 1a distancia euclidea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea
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del vector (x,y) (ver figura 1.1). La distancia entre dos nimeros complejos zy w se define
como |z—wj|.

La representacién gréfica de la suma es conocida. Dos niimeros complejos z=a+iby
w = c+ id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 1.2) es z+w.

z+w

~
P
- /"

Phe 11
- /

/

-~

1
|
|
1
|
|
1
|

| |

1 1
1 1
c a ag+4c

Figura 1.2: Suma de ntimeros complejos

Se comprueba facilmente que si zy w son ntimeros complejos se verifica que Z = z,
Z+W=Z4+WyZW=2W.

También son de comprobacién inmediata las desigualdades
max{|Rez|,|Imz} < |z| < |Rez| + |ImZ (1.1

La igualdad |z|> = ZZ que se deduce directamente de la definicién de médulo de un nt-
mero complejo, permite utilizar el producto complejo para trabajar con médulos y es de
gran utilidad. La usaremos para probar que para todos zwe C es

a) [zw=z[w] y b) [z+ W] <[z[+ W
a) Basta observar que |zw y |z| |w| son niimeros positivos cuyos cuadrados coinciden, pues

|zZW? = ZWeW = ZWeW = ZWW = |z|2 |w|% = (|z] |w])?

b) Es suficiente probar que [z+w|? < (|z| 4 [w|)2. En efecto:

24+ W% = (24 W) (Z+ W) = (24 W) (Z+W) = Z+ W+ 2V + ZW=
= [2)*+ [w|® + 2Re(@W) < [z|* + [w|® + 2|Re(ZW)| <
<[22 4 (Wi +2[20] = |2 + (W + 22| [W] = |2[* + w|* + 22| [W] =
= (2| +|w|)?

Departamento de Andlisis Matematico Célculo Avanzado - 3° Ingenieria Informatica



Leccién 1. Ntimeros complejos y funciones complejas elementales 9

Deducimos también que se verifica la igualdad |z+w| = |z| + |w] si, y sélo si, RezZw = |z,
esto es, siZWER{, o lo que es lo mismo 2W = p donde peR;. Esta igualdad, puede escribir-
se de forma equivalente multiplicando por w como Z|W|2 = pw, esto es, z= Aw para algin
A eR{ lo que quiere decir que zy w estdn en una misma semirrecta a partir del origen.

1.2.2. Forma polar y argumentos de un niimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los célculos con productos
de niimeros complejos. Para cualquier nimero complejo z= x+ iy # 0 podemos escribir

X .y
z=|z|(-—+i=)
A
Como (|—)Z(|, |—Z|) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma
Xy
(_a _) = (COSB,SHB)
2| |2]

para algiin nimero 9 € R. Resulta asi que
z=|z|(cosd +isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombre de forma polar, cuya in-
terpretacion grafica vemos en la figura 1.3.

Figura 1.3: Forma polar de un ntimero complejo

Dado zeC, z# 0, hay infinitos nimeros t € R que verifican laigualdad z= |z| (cost, sert)
cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z El conjunto de todos los argu-
mentos de un nimero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) ={teR:z=|z|(cost +isert)}
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Observa que

coqt) = cogs)

steAg() < { sin(t) = sin(s)

} <= s=t+ 2kmn para algin keZ
Por tanto, conocido un argumento t, € Arg(z) cualquier otro es de la forma t, + 2kt para
algiin ke Z, es decir, Arg(z) =t, + 21Z.

De entre todos los argumentos de un nimero complejo z # 0 hay uno tnico que se
encuentra en el intervalo | — 11, 11, se representa por argz) y viene dado por

Imz
Rez+ |z

argz) =1 size R~

argz) = 2arctgi| sizOR™

A dicho argumento se le llama argumento principal de z

La comprobacién de las anteriores afirmaciones es facil. Como —1/2 < arctgt < 11/2,
se sigue que —Ti< arg’z) < 1tsi ZOR ™. Luego, —Tt< argz) < 1. Siz=t R~ es evidente que
z= |t| (cosm+isenm). Y para zOR ™ se tiene:

_1-tg?(arg2)/2)  (|z|+Rez)?—(Imz)> 2Rez(|z|+Rez) Rez
coda92)) = T P @rg2)/2) ~ (2l +Re)?+ (m22 21z +Red ~ 12|

2tg(arg2)/2) 2Imz(|z| +Rez)  2Imz(|z|+Rez) Imz

Sena?) = T rtargz)/2) ~ (7 +Re2Z-(m22 21z <Re2) 12

Donde se ha utilizado que |z|> = (Rez)2+ (Imz)2.

No es dificil comprobar que el argumento principal de z= x+ iy # 0 viene también
dado por:
arctgy/x) —msiy<0,x<0
—1/2siy<0,x=0
arg(z) = ¢ arctgy/x) six>0
/2 siy>0,x=0

arctgy/x)+1siy>0,x<0

Esta ultima forma es méds comoda para los cdlculos.

Observaciones a la definicién de argumento principal

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumento principal de un ntime-
ro complejo. La eleccion que hemos hecho supone que medimos dngulos en el semiplano
superior de O a Tty en el semiplano inferior de 0Oa —1t
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Fijate que si tomas un namero complejo que esté situado en el tercer cuadrante z=
X+iy conx < 0,y < 0y supones que y es proximo a 0, su argumento principal estd préximo
a —T1, y si tomas un nimero complejo que esté situado en el segundo cuadrante, w = X+ iv
con x < 0,v > 0, y supones que v es proximo a 0, su argumento principal estd préximo a
1. Ademads, la distancia |w—Z = |v—y| = v—y es tan pequeiia como quieras. Esto nos dice
que el argumento principal tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de —ma
mcuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia dirds. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si
queremos elegir argumentos en un intervalo de longitud 21, digamos, [a,a + 211 enton-
ces dichos argumentos saltan de o a a + 21t cuando atravesamos la semirrecta (x,y) =
p(cosa,sem), (p > 0). En particular, si tomamos argumentos en el intervalo [0, 217 (cosa
que, a primera vista, parece lo razonable) nos encontramos con que entonces se produ-
ce una discontinuidad de dichos argumentos en el eje real positivo. Bien, sucede que la
extension a C de algunas funciones definidas en R™ (el logaritmo, las raices) hace in-
tervenir el argumento principal. Naturalmente, queremos que dichas extensiones sigan
siendo continuas en R* y ello justifica que tengamos que tomar argumentos principales
de la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una discontinuidad en
R~ a perder la continuidad en R™.

Férmula de De Moivre

Veamos cémo la forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros com-
plejos. Consideremos dos nimeros complejos no nulos

z=|z|(cosd +isend)
w = |w| (cosp +isenp)
Entonces
zw= |z||w| (cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw [(cosd cosp — send send) + i(send cosp + cosd senp)| =
= |zwi (cogd +¢) +-isend +¢))

Es decir: para multiplicar dos ntimeros complejos se multiplican sus médulos y se su-
man sus argumentos. Por ejemplo, para calcular (14i)* como |[1+i| =v2yarg1+i) = 11/4,
se sigue que (1+i)* = —4.

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geométricamente un giro (pues
se suman los argumentos de los niimeros que estamos multiplicando) seguido de una
homotecia (el producto de los médulos de ambos ntimeros).
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Acabamos de ver que si z,w son complejos no nulos, 9 € Arg(z), ¢ € Arg(w), entonces
9 + ¢ € Arg(z+ w). Es ahora facil demostrar mediante induccién la siguiente férmula, muy
util, conocida como férmula de De Moivre.Observa también que si ¢ € Arg(z) entonces

—beArg(1/z).

Proposicion 1.2 (Férmula de De Moivre). Sizes un complejo no nulo, 9 es un argumento
dezyn es un niimero entero, se verifica que nd € Arg(z"), es decir:

2" = (|z| (cosd +i send))" = |z|" (cosn® +isemd)

1.2.3. Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacién w" = zdonde n es un nimero natural, n > 2,y
z# 0 es un nimero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w| (cosp +isenp)

Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuacién w" = zen la forma
equivalente:
w! = |w|" (cosnd +isemd) = |z| (cosd +isend)

Esta igualdad se da cuando |w|" = |z| y n$ = 9 + 2knidonde k € Z. Deducimos que |w| = {/|z]
(ojo: se trata de la raiz n-ésima de un niumero positivo, cosa ya conocida). Ahora bien, para
cualquier nimero ¢y de la forma ¢y = (8 + 2km) /n tenemos un niimero complejo

Wi = V/]z|(cosy + i senpy)

tal que (wx)" = z Como una ecuacién polinémica de grado n no puede tener més de n
soluciones, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo niimero wy. Vea-
mos:

Wk = Wg < Pk — Og = 2mIt< k—g=nm

Es decir, ky gdan el mismo resto al dividirlos por n. Deducimos que parak=0,1,2,....n—1
obtenemos w distintos y cualquier otro wq es igual a uno de ellos. Por tanto hay n raices
n-ésimas distintas de z

De entre todas las raices n—ésimas de zvamos a designar con el simbolo {/z a la raiz
n-ésima principal, que esta definida por
argz argz

Vz=|z|*" (cosT +isenT)

Observa que en el caso particular de que z sea un ntmero real positivo, entonces la raiz
principal de z (considerado como niimero complejo) coincide con la raiz de z (considera-
do como nuimero real positivo).
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Hemos obtenido que las raices n—ésimas de zvienen dadas por

2kt . 2k
Zk—|Z|l/n<cosargZ: n+|senargz: T[> k=0,1,2,....,n—-1

Observa que definiendo u = cog2m/n) +iser{2m/n), los nimeros up = 1, u, u?,... u"*

las raices n—ésimas de la unidad. Podemos escribir las raices n—ésimas de z en la forma
zx = zoU*. Como multiplicar por u es un giro de amplitud 211/n, deducimos que las nraices
de z se obtienen girando la raiz n-ésima principal, zg, con giros sucesivos de amplitud
2m/n. Es decir, si representamos todas las raices n—ésimas de zobtenemos n puntos sobre
una circunferencia de centro (0,0) y radio {/|z| que forman un poligono regular de nlados.

son

En general no es cierto que dados dos niimeros complejos zy w entonces el producto
de las raices n-ésimas principales de zy de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw.
Lo que si es cierto es que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de zy de w es
una raiz n-ésima de zw. Por tanto, {/z{/w, es una raiz n-ésima de zwpero no tiene por qué
ser la principal.

Por ejemplo, paran=2,z=w= —1, como arg —1) = 11, tenemos que
V—1=cogm/2) +isenm/2) =i
En este caso
VoI l=ii= 14 /(-D)(-) =Vi=1
Laigualdad /zy/w = {/zw equivale a que para algiin entero k se verifique que
argz)

z n arg(w) _ arg(zw)
n n

+ 2kt

es decir, argz) + arg(w) = arg(zw) + 2knrt. Como —2m < argy(z) + argw) < 2my n > 2 tiene que
ser k=0 (pues, en otro caso, |2knm] > 41). Luego, debe ocurrir que arg(z) + argw) = arg(zw)
lo que equivale a que —Tt< arg(z) +argw) < TL

Por ejemplo, silos nimeros zy w estdn en el semiplano de la derecha, es decir, Rez > 0,
Rew > 0, entonces —T1/2 < arg(z) < /2y —T1/2 < argw) < T/2; por tanto arg(z) + argw) =
argzw) por lo que, en este caso, {/Zy/W = J/ZW.

1.2.4. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ib.

i) (7-2)(5+3) i) (i—1)° i) (14+i)2+)(EB+i) iv) 2::
(4-i(1-3i) . N .o 142 o 2/a 3
V) 1o vi) (1+1) vii) S viii) i7(1+1)
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2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

1 1 i
a)f1(2)=22 b) f(2=2 ¢ fas(@) =2 d)f(z):m e) f4(z)=§—f:
3. Calcula las siguientes cantidades.
a) |(1+i)(2—i)| b)’—z_i\/g’ o |[(1+1)%] d) \f2+|(\fz+1)

. . 1+z
4. Calcula los numeros complejos z tales que 13
a) Un ntimero real; b) Un ndmero imaginario puro.
5. Expresa en forma polar los siguientes niimeros complejos.

3 " 1+iV3
V3+i (1+i)2

6. Expresa los siguientes ntimeros en la forma a+ib:

.5 iv/3 6
Q) (—1+iv3)1 b) <1+!> 0 <1+' .3> d) (—v3+0)13

a) —vV3—i b) —V3+i ¢

1-i 1-i

7. Calcula argzw) y arg(v—zv ) supuestos conocidos argzy argw.

8. Supuesto que |z| = 1, prueba que
<z—1> /2 silmz>0
arg( — | =
z+1 —1/2 silmz<O0
9. Seaz=x+iy.Supuesto que |z| =1,z+# 1, z# —i, prueba que

arg(z_l)— m/4 si 1-x+y>0
z+i —3m/4 si 1-x+y<0

10. Resuelve la ecuacion cuadratica aZ + bz+c = 0 donde a, b, ¢, son niimeros complejos
conocidosya# 0.

11. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

aAZl=1+i bZ=i 00Z2=-1+ivV3 dP=1 e)Z+V32iz—6i=0

12. Calcula las soluciones de la ecuacién Z*+ (1+i)z°+5i = 0.
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13. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz+ W24 [z—wW?=2(|Z% + W) (zweC)
y explica su significado geométrico.

14. Dados dos ntimeros complejos o y 3, calcula el minimo valor para z< C de la cantidad
z—al?+ [z B~
Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser ttil.

15. Prueba que 1

a . S

éz‘ <1si|z]<1lylal<1lytambiénsi|z| >1ylal > 1.
Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigualdades entre mddulos de nime-
ros complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

16. Sea x un ntimero real que no es multiplo entero de 21t Prueba las igualdades

=)

a) l+coX+CoSH+:---+CONX = cos(—x X
sen(—)

2

2

2
+
0 sen(— )
b) serx+senX+---+semx = sen(—x —
2 sen( —)
2
Sugerencia: Sillamamos A ala primera sumay B ala segunda, calctlese A+iB hacien-
do uso de la férmula de De Moivre.

17. Calcula una férmula para la suma

N

> (cog2kmt) +iser(2kmt))

k=—N

(tu respuesta deberia de ser un cociente de senos).

2m 2n , ,
18. SeaneN,n>2yw= COSF +i senF. Dado un niimero entero m e Z, calctlese el valor
de las expresiones:

a) T+wWn+w2m ... pwh-m
b) 1—w"+w2"— ... (=" Iwn-Dm,

19. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) send = 3 senp — 4 sert;
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b) cos4 =8 codp —8codp+1;
c) sen® = 5senp — 20 seddp + 16 seRd.

20. Representar graficamente los conjuntos de nimeros complejos z que verifican:

|z— 3] < 3; 2<|z—i|<3; |argg <1/6; |z—i|+|z+i|=4
T e N ) _ L
|z—1| = |z—2i; z+2i’_2’ Im(z) >6; |z—i|=Imz+1

21. Encuentra los vértices de un poligono regular de nlados si su centro se encuentra en
el punto z= 0y uno de sus vértices z; es conocido.

22, Resuelve la ecuacién (z—1)"= (z+1)",dondeze CyneN,n> 2.

23. Sea |z1| = |z| = |z3| = 1. Prueba que z, 2, z3 son vértices de un tridngulo equilatero si,
ysélosi,zz1+z+2z3=0.

24. Si 0 < argw—argz < 11, prueba que el drea del tridngulo de vértices O, zy w viene dada
por % Im(zZw).

1.3. Sucesiones de niimeros complejos

Un poco de topologia

Dadosac Cyr > 0, el conjunto
D(ar)={zeC:|z—al<r}

se llama disco abierto de centro ay radio r. Observa que un disco abierto no puede ser
vacio.

Dadosae Cyr >0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—a <},
se llama disco cerrado de centro ay radio r. Observa que D(a,0) = {a}.

Un conjunto se llama acotado si estd contenido en algiin disco centrado en el origen.
Un conjunto Q C C se dice que es un conjunto abierto si todo punto de Q es centro de
algin disco abierto contenido en Q. Por convenio el conjunto vacio se considera abierto.
Un conjunto se llama cerrado si su complementario es abierto. Un conjunto abierto no
vacio con la propiedad de que dos puntos cualesquiera del mismo pueden unirse por una
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curva sin salirse del conjunto se llama un dominio. Una definicién equivalente aunque
menos intuitiva de dominio es la siguiente. Un dominio es un conjunto abierto no vacio,
Q, cuya tinica descomposicién en la forma Q = AUB, donde Ay B son conjuntos abiertos
disjuntos es la trivial, es decir, {A B} = {@,Q}. Un conjunto cerrado y acotado se llama un
conjunto compacto.

Dado un conjunto A C C, se dice que un punto z € C es un punto de acumulacioén de
A si todo disco abierto con centro en z contiene puntos de A distintos de z Observa que
un punto zpuede ser un punto de acumulacién de Ay no pertenecer a A.

Una sucesiéon de niimeros complejos es una aplicacién del conjunto de los nlimeros
naturales en C. Como es usual, representaremos por {z,} la sucesién dada por n— z,
donde z, € C. La definicion de sucesién convergente es exactamente la misma que para
sucesiones reales.

Definici6n 1.3. La sucesién de nimeros complejos {zn} converge a un namero complejo
zsi para todo € > 0 existe un nimero natural ng tal que para todo n > ng se verifica que
|zn — 7| < €. Equivalentemente, {z,} converge azsi|z,—z — 0.

Recordemos que max{|Rez|,|Imz} < |z| < |ReZ + |ImZ. Gracias a esta desigualdad te-
nemos que
|Rez, — Rez|
< |zn—7 < |Rez, — Rez| + [Imzy — ImZ]
[Imz,—Imz
Deducimos que |z, — 2z — 0si, y s6lo si, |Rez,— Rezl — 0y |[Imz, — Imz — 0. Hemos pro-
bado asi el siguiente resultado.

Proposicion 1.4. Una sucesion de ntimeros complejos {z,} es convergente si, y solo si, las
sucesiones de niimeros reales {Rez,} y {Imz,} son convergentes. Ademds en dicho caso

lim{z,} =z<= Rez=Iim{Rez,} y Imz=Iim{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de niimeros complejos se reduce a
estudiar la convergencia de dos sucesiones de ntimeros reales.

Supongamos que {z,} es una sucesion tal que para todo K > 0 existe un niimero natu-
ral np € N de forma que si n > ng entonces |z,| > K. En dicho caso diremos que la sucesién
{zn} es divergente o que diverge y escribiremos {z,} — . Observa que {z,} — « es lo
mismo que {|z,|} — +oo.

Los resultados que conoces para sucesiones de nimeros reales en los que no inter-
viene el orden son también vélidos para sucesiones de niimeros complejos. Destacamos
entre ellos los mds importantes.
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Proposicién 1.5 (Algebra de limites).

n Si{zn} =z y {wn} = w, entonces {zn+Wn} — z+wW y {ZoWn} — zw. Ademds, si z, # 0
para todoneN y z+# 0, entonces {1/z,} — 1/z

» Si{z,} divergey {wn} estd acotada entonces {z,+wn} diverge.

» Si{zn} diverge y {wn} estd separada de 0, esto es, existe p > 0 yng € N de forma que
paran > ng se cumple |wy| > p, entonces {z,wn} diverge.

Recuerda que una sucesién parcial de una sucesion {z,} es cualquier sucesiéon de la
forma {Z;(, } donde 0: N — N es una aplicacion estrictamente creciente.

Teorema 1.6 (de Bolzano —Weierstrass). Toda sucesion acotada de niimeros complejos tie-
ne alguna sucesion parcial convergente.

Definicién 1.7. Una sucesién de nimeros complejos {z,} se dice que es de Cauchy si
para cada ntimero € > 0 existe un ntimero natural np € N de forma que si p,q > ng entonces

|Z0— 7| <€

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos que {z,} es una sucesién de
Cauchy si, y sélo si, {Rezp} v {Imz,} son sucesiones de Cauchy. Puesto que R es com-
pleto, ser de Cauchy equivale a ser convergente, luego si {Rezp} y {Imz,} son de Cauchy
convergen y, por tanto, {z,} es convergente.

Teorema 1.8 (de complitud). Toda sucesion de Cauchy de nitimeros complejos es conver-
gente.

1.3.1. Series de niimeros complejos

Dada una sucesion, {z,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S;}, cuyos
términos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {z,}, es decir:

S=2,S=280+2,S=21+2+23,...,. SN=2a+2+--+2n

La sucesién {S,} asi obtenida se llama serie de término general z, y es costumbre repre-
sentarla por Zzn o, més sencillamente, > z,.
n>1
Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, fodos los conceptos y resultados
estudiados ya para sucesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series.
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En particular, es innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una
[ee]

serie es “convergente”. Si una serie Zzn es convergente se usa el simbolo Zzn para
n>1 n=1

[

representar el limite de la serie que suele llamarse suma de la serie. Naturalmente Z Zn

n=1
es el nimero complejo definido por

izn =lim{S} = lim ) "z
n=1 e k=1

Como caso particular de la proposicion 1.4, la serie E Z, converge si, y sOlo si, las series

n>1
Re(Zzn> = Z:Rezn y Im<Zzn> = Z:Imzn
n>1 n>1 n>1 n>1

son convergentes.

Conviene que recuerdes la condicién bésica necesaria para la convergencia de una

n n-1
serie. Si la serie )z, converge entonces la sucesion z, = sz - sz es diferencia de
=1 =1

dos sucesiones que convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

Proposiciéon 1.9. Condicién necesaria para que . z, sea convergente es quelim{z,} = 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergencia, la convergencia absoluta.

Definici6n 1.10. Se dice que una serie de ntimeros complejos > - ; Z, converge absolu-
tamente si la serie de ntimeros reales positivos ) - |zn| €s convergente.
=

Proposicion 1.11. Si una serie de niimeros complejos >z, es absolutamente convergente
entonces dicha serie también es convergente.

n n
Demostracién. Pongamos S, = sz, An= Z |zj| y supongamos que la sucesién {An} es
j=1 j=1
convergente, es decir, Yz, es absolutamente convergente. Dado € > 0, la condicién de
Cauchy para {A,} nos dice que existe npeN tal que

g
|Aq—Ap| = Z |z<| <€ paratodos p,geN talesque gq> p=ng
k=p+1
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Deducimos que para todos p,gqe N tales que g > p>n, se verifica que

q

S-S =|zpratzp2t+- 7l < D Jal<e
k=p+1

Lo que prueba que la sucesién {S,}, es decir, la serie )  z, cumple la condicién de Cauchy
Y, por tanto, es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho mas fuerte
que el de convergencia como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que no de-
mostraremos.

Teorema 1.12 (de Riemann). La serie Zzn converge absolutamente si, y solo si, para toda

n>1
biyecciont: N — N la serie Zzn(n) es convergente. Ademds, en tal caso se verifica que
n>1
[ee] [ee]
> =2 7
n=1 n=1

Criterios de convergencia no absoluta para series

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergencia para series de nimeros reales
positivos, que ya debes conocer, para estudiar la convergencia absoluta de una serie de
nameros complejos. Pero, ;qué hacer cuando una serie no es absolutamente conver-
gente? Naturalmente, podemos intentar comprobar si la serie verifica la condicién de
Cauchy, pero este procedimiento con frecuencia es dificil. Pues bien, los siguientes crite-
rios de Dirichlet y Abel proporcionan informacién sobre la convergencia no absoluta.

Teorema 1.13. . Sea {a,} una sucesién de niimeros reales y {z,} una sucesion de ntimeros
complejos.
Criterio de Dirichlet. Si {an} es mondtona y converge a cero y la serie > z, tiene sumas

parciales acotadas, entonces anzn converge.

Criterio de Abel. Si{a,} es monétonay acotada y la serie  z, converge, entonces Y . anzn
es convergente.
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1.3.2. Ejercicios

1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

. , . 2" in
) zn=yYn+ina" (acR,|a <1) ii Z":FJFIZ_n
1 . 1 . 1
iii) z,=+/a+isen- (a>0) iv) z,=nsen- +5i cos=
N n a N
v zn—(—”') vi) zn—(i+ii)
2 V2 V2

2. Sea {z,} una sucesion de niimeros complejos no nulos y para todo neN sea ¢pn € Arg(z).
Supongamos que {¢n} — ¢ y{|z1|} — p. Justifica que la sucesion {z,} — p(cosh+i senp).

24iT\"
3. Calcula el limite de la sucesiéon z, = <1—|— %) .

Sugerencia: Expresa z, = |zy| (cospn +isenp,) y usa el ejercicio anterior.

4. Calcula el limite de la sucesién z, =n (\/E(COS on +i senz—T‘) 1).

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesion n(v/2— 1) es bien conocido.

5. Sea ze C, con |zl = 1, z+# 1. Prueba que la sucesién {Z'} no converge (;qué pasa si
supones que converge?). Deduce que si ¢ es un ntimero real que no es un multiplo
entero de T, las sucesiones {cognd)} y {senn$)} no convergen.

6. Estudia la convergencia de las series:

. 1 .. cosn+isem
D H;)(Hi)n 1) n; n
i cos™ +isent
i) Zcosn:zl sem v Z & - &
n>1 n>1
(24" 1 . 1+iv3)"
V) §(1+2i)nn v n;\f 2
.. ~ T 3+4|
vii) Z(cosn +|senn2) viii) Z 2| @xa
n>1

7. SeapeR con |p| < 1y ¥ €R. Calcula los limites Zp” cognd)y Zp" sernnd).
n=0 n=0
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1.4. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mds que las funciones definidas en subconjuntos de
R? con valores en R? cuando en R? consideramos su estructura compleja. Dado un con-
junto A C C, a toda funcién compleja f : A— C se le asocian dos funciones reales: la
funcién u = Ref “parte real de f” yla funcién v = Im f “parte imaginaria de f” definidas
para todo (X,y) = x+ iy € A por:

u(x,y) = Ref(x+1iy), v(x,y)=Imf(x+iy)

Naturalmente, f(z) = Ref(z) +iImf(z).
La funcién conjugada de f es la funcién f dada por f(z) = Ref(z) —ilm f(2). La funcién
modulo de f es la funcién | f| dada por |f| (z) = |f(2)].

1.4.1. Continuidad y limite funcional
Definicién 1.14. Se dice que la funcién f : A— C es continua en un punto a€ Asi para
cada € > O existe un d > Otal que

zeA
|lz—al<d

}:> |f(2)—f(a)| <e.

Usando una vez més las desigualdades
max{|Rez,|Imz} < |z| < |ReZ| + |ImZ

se prueba facilmente que una funcién compleja f es continua en asi, y s6lo si, las funcio-
nes Ref yIm f son continuas en a.

Definicién 1.15. Dado un punto a de acumulacién de A, se dice f : A— C tiene limite en
asi hay un nimero complejo L € C con la propiedad de que para cada € > O existeun d >0
tal que

zeA

0<|z—al<d }z|f(z)—L|<s.

Simbélicamente escribimos Iz'lrrg1 f(z) =L.
—.

Usando las desigualdades anteriores y llamando a=a +if3, L = A + il tenemos

lim Ref(xy)=A

limf(z) =L « { O¥20@H)
o8 lim Imf(xy)=q
(xy)=(a)
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Se dice que f : A— C tiene limite en infinito si hay un ntimero complejo L€ C con la
propiedad de que para cada € > 0 existe un K > 0tal que si |z| > K entonces |f(z) —L| <&.
Simbélicamente escribimos ZIg‘n f(z) =L.

Se dice que f : A— C tiene limite infinito en infinito si para todo M > 0 existe K > O tal
que si |z| > K entonces |f(z)| > M. Simbélicamente escribimos ZI'|m f(z) = oo.
500

Se dice que f : A— C tiene limite infinito en un punto a de acumulacién de A si para
todo M > O existe 6 > O tal que

zeA
0<|z—a]<d

} = |f(2| > M
Simbdélicamente escribimos Izm f(z) = .

Observa que hay una completa analogia formal entre las definiciones anteriores y las
correspondientes para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de célculo
de limites conocidas para funciones de una variable real son también validas, con las
mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

Proposicion 1.16 (Continuidad del argumento principal). La funcion argumento princi-
pal es continua en C\ Ry y es discontinuaen R~ .

Demostracién. Sabemos que para ze C\ R el argumento principal viene dado por

Imz

argz=2arc tgm

Teniendo en cuenta que la funcién arcotangente es continua y que Rez+ |z| > 0 para todo
ze C\ Ry, deducimos que el argumento principal es continuo en C\ Rj.

—1)n
SeaacR™yzy=a+ % Claramente {z,} — a, pero como
argzn) = arctgl/na) + m— 1 argzn—1) = arctg—1/na) — t— —Tt

concluimos que {argz,)} no converge y por tanto el argumento principal es discontinuo
ena.

1.4.2. Derivada de una funcién de variable compleja

SeaAC Cy f:A— C,sedice que f es derivable en un punto ac AN A si existe el limite
im f(z)— f(a)

z—a Z—a

eC.
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El valor de dicho limite se representa por f’(a) y se llama derivada de f en el punto a.

Latnica novedad de la definicién es que se estd utilizando el producto complejo y eso,
como veremos, hace que la condicion de derivabilidad en sentido complejo sea mucho
mads fuerte que la derivabilidad para funciones reales.

Casos Particulares

= Cuando AC Ry f(A) CR, la definicién dada coincide con la conocida para una
funcién real de variable real

= Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado.

SeaAC Ry f:A— C. Entonces la funcion f es de la forma
f(t) =u(t) +iv(t)
donde u y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

) —fla) _ul®)—u(@  v(t)-va)
t—a t—a t—a

y deducimos que f es derivable en a si, y sélo si, las funciones uy v son derivables
en a, en cuyo caso
f'(a) =u'(a)+iv'(a)

Observa que hay una completa analogia formal entre el concepto de funcién deriva-
ble para funciones de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por
ello, las reglas de derivacién conocidas para funciones de una variable real son también
validas, con las mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.

Proposicion 1.17 (Reglas de derivacién). Sean dos funciones f,g: A— C conACCyac
ANA. Supongamos que f yg son derivables en a. Entonces:

= (f+9)(a)=f'(a)+d'(a)
= (fg)'(a) = t'(a)g(a) + f(a)g'(a)
» Sig(2z) # 0 para todo z € A entonces

Y f'(@g(@ - f(a)g'(a)
<9> @ (g(a))2
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» Regla de la cadena. Sean f : A— C yg: B — C tales que f(A) C B, y consideremos la
funcion compuestah = go f : A— C. Supongamos que f es derivableenac ANA yg
es derivable enb = f(a)eBNB'. entonces h es derivable enay

h(a)=g'(f(a) f'(a) =g'(b)f'(a)
El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho

mads restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.

1.4.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho
mas restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.

Teorema 1.18 (Relacion ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real). Sea
Q C C un conjunto abierto, a un puntodeQy f : Q — C una funcién de Q en C. Notemos
a=a+ipB, u(xy) =Ref(x+iy), v(x,y) = Im f(x+iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f esderivable (en sentido complejo) ena=a+ip.

ii) Las funcionesu(x,y) = Ref(x+iy), v(x,y) = Im f (x+iy) son diferenciables en (a, () y ade-

mds 5 5
u \
&(qu) = @(G,B)
au Ecuaciones de Cauchy-Riemann

ov
a_y(avp’) = _a_X(GaB)

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene
ou ov
/ __ f/ i — j—
/(@) = f'(a+iB) = = (@.B) +iz(a,p)

Demostracién. Por definicion, f es derivable si, y s6lo si existe un ntimero complejo, la
derivada de f en a, f'(a) = A + i que verifica

@@ - (A +iwE-a)

=0.
z—a |z— a|

Pongamos z= x+iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

A i) (x+iy —a—iB) = A(x—0) = py—B) +i[u(x—a) +A(y—B)]
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y el hecho de que el médulo de un complejo coincide con la norma euclidea (visto en R?),
el limite anterior se escribe como sigue:

tim 1UOGY), V() — (u(@,B), v(@,B)) — A(x—a) —p(y —B), px =) +AY—B)Il _
(xy)—(a,B) [(x,y) — (o, B)]|

o bien, como (A(x—a) —pu(y—B),u(x—a) +A(y—B)) = ( i\l _)L: ) ( );:g )’

A —U X—d
o (U(X,y),V(X,y))—(U(G,B),V(G7B))— ( M A ) ( y_B )H %
(xy)—(op) 1(xy) = (o, B) o

La condicién anterior quiere decir que la aplicacién (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) de Q C R?
en R? es diferenciable en (a,B) y su diferencial es la aplicacion lineal dada por (x,y)
A —u X A —u .. . L
. Por tanto es la matriz jacobiana de la aplicacién (x,y) —
(U(xy),v(xy)) en (a,B), esto es

ou ou ov ov
O_X(G’B) =A, E(avﬁ) =K O_X(G’B) =H E(G’B) =A

Finalmente 5 5
f/(a) = f'(a+iB)A+ip = a—)L('(a,B)Jria—\;(a,B)

Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo mucho, una funcién compleja
en la forma f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) lo mds probable es que, a pesar de lo buenas que
puedan ser las funciones uy v, la funcién asi definida no sea derivable. Pues las funciones
uyVvno tienen por qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque
esta es una idea dificil de precisar) que las funciones complejas derivables son “auténti-
cas funciones complejas” en el sentido de que si la funcién f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) es
derivable entonces la expresion u(x,y) +iv(x,y) debe depender iinicamente de la variable
z Los siguientes ejemplos son ilustrativos.

Ejemplos 1.19.

= f(x+1iy) =X no es derivable en ningtin punto.
= f(2) = Zz? s6lo es derivable en cero.

» f(x+1iy) = €*(cosy+isery) es derivable en todo Cy f'(z) = f(z) para todo zeC.
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1.4.4. Primeras propiedades de las funciones holomorfas

Definici6n 1.20. Sea Q un abierto de C. Una funcién f : Q — C se dice que es holomorfa
en Q si f es derivable en todo punto de Q. En tal caso la funcién definida para z€ Q por
z+ f'(z) se llama funcién derivada de f. Notaremos por #(Q) el conjunto de todas
las funciones holomorfas en Q. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se
llaman funciones enteras.

Ejemplos 1.21.

» Las funciones polinémicas, es decir, las funciones de la forma
P(2) = Co+Cr1z+ 22+ +CaZ"

donde ¢k € C para 0 < k < n, son funciones enteras. La funcién derivada de p viene
dada por
p'(2) = c142Coz+3c3Z +---+ N2t (zeQ)

P2
q(2)
v g(2) son funciones polinémicas, son holomorfas en su dominio natural de defini-
cion Q = {ze C: g(z) # 0}. La funcién derivada de Rviene dada por

= Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) = donde p(2)

(zeQ)

Propiedades de las funciones holomorfas

Como consecuencia de las reglas de derivacion tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.22. El conjunto H(Q) de las funciones holomorfas en un abierto Q con la
sumay el producto usual de funciones es un dlgebra.

Proposiciéon 1.23. Una funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo
punto es constante.

Demostracion. Sea Q un dominio, f € H(Q) tal que f’(z) =0paratodo ze Q. Fijado zp € Q,

definimos
A={zeQ: f(z) = f(20)}

A es no vacio y, por ser f continua, es un cerrado relativo de Q. Veamos que también es
abierto. Seaa € Ay como Q es abierto, existe r > 0tal que D(a,r) C Q. Tomamosb € D(a,r)
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y definimos ¢ : [0,1] — C por ¢(t) = f((1—t)a+tb). Como f es derivable, la regla de la
cadena nos dice que ¢ es derivable y

¢'(t)=f'((1-t)a+tb)(b—a)=0
Por ser ¢ una funcién compleja de variable real tenemos
¢'(t) = (Red)'(t) +i(lmp)'=0  (t€[0,1])

Luego (Red)'(t) =0y (Im¢)’(t) = 0para todot € [0,1]. Puesto que Re¢ y Im¢ son funciones
reales de variable real definidas en [0, 1], se sigue que son constantes. Luego ¢ es constante
y por tanto ¢(0) = f(a) = ¢(1) = f(b) luego b € A. Hemos probado que D(a,r) C A, luego A
es abierto. El hecho de que Q sea un dominio permite concluir que A = Q, es decir, f es
constante en Q.

Corolario 1.24. Sidos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio
y coinciden en un punto son iguales.

La siguiente proposicién vuelve a poner de manifiesto que la condicién de que una
funcién sea holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidad real.

Proposicion 1.25. Sea Q un dominioy f € #(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:

(1) Ref esconstante enQ
11 Imf es constante en Q
(1) La funcién compleja conjugada de f, f, es holomorfa en Q
() f esconstante en Q
(V) |f| es constante en Q

Demostracién. Pongamos f = u+iv, con u= Ref, v=Im f. Es claro que la condicién (iv)
implica todas las demas.

(i) = (iv) Las ecuaciones de Cauchy-Riemann afirman que

f’(z):f’(x+iy):g—)l:(x,y)—ig—;(x,y) (z=x+iye Q)

Puesto que Ref es constante tenemos %(x,y} = g—;(x,y) = 0 lo que implica que

f’(z) = O para todo z€ Q de donde deducimos (iv) gracias a la proposicién anterior.
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(i) = (iv) Puesto que Imf = —Re(if) la implicacién (i) = (iv) ya probada nos dice que la
funcién if es constante y, por lo tanto, f también lo es.

(i) = (iv) Como f es holomorfa y f lo es por hipétesis tenemos que f + f = 2Ref es
holomorfa. Puesto que Im(Ref) = 0 es constante, deducimos, por (ii) = (iv), que
Ref es constante y por (i) = (iv) concluimos que f es constante.

(v) = (iv) Si|f| = a entonces f(2)f(z) = a?. Si a = 0 entonces f es idénticamente nula y

hemos acabado. Si a # 0 entonces f no se anula en ningtin punto por lo que f(z) =
2

X" esholomorfa en Q y, por (ii ) = (iv), concluimos que f es constante.

f(2)

Observa que estas propiedades de las funciones holomorfas estdn muy lejos de ser
ciertas para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una funcién de R? en R?
diferenciable que no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una funcién
diferenciable cuyo médulo (norma euclidea) es constante.

1.4.5. Ejercicios

52
1. Consideremos la funcién dada para z+# 0 por f(z) = Z;, y f(0) = 0. ;En qué puntos

verifica f las ecuaciones de Cauchy-Riemann? ;Es f derivable en z= 0?.

2. SeaQunabiertoy f e H(Q).Sean Q* = {z:2e Q} y f*: Q* — C lafuncién definida por:
f*(z) = f(2), Vze Q*.Pruebaque f* es holomorfa en Q*.

3. Sea Q un dominio y f € #(Q). Supongamos que hay niimeros a,b,c€R con a® + b? > 0,
tales que aRef(z)+blImf(z) = c para todo ze Q. Prueba que f es constante en Q.

4. Calcula una funcién f € #(C) tal que Ref (x+iy) = x* — 6x°y? +y* para todos x,y € R. Si
se exige que sea f(0) = 0, entonces dicha funcién es tnica.

5. Encuentra una condicién necesaria y suficiente que deben cumplir los niimeros reales
a,b,c para que exista una funcion f € #(C), verificando que

Ref (x+iy) = & + bxy-+ cy?

para todos x,y€ R. Determina, cuando dicha condicién se cumpla, todas las funciones
enteras f cuya parte real es de la forma indicada.
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1.5. Funciones complejas elementales

1.5.1. Lafuncién exponencial

Una de las formas de definir la exponencial de un nimero real x es mediante el limite

p xX\n

e = lim (1+ —)
n—co n

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un ndmero complejo seria

calcular el anterior limite para ze C. Llamemos z= x+ iy. Consideraremos que y # 0, pues-

to que siy = 0 tendriamos que z= x seria un ntimero real. Pongamos wy = 1+2z/ny

y/n
1+x/n

¢, =arctg

Sea ng tal que para n > ng se verifique que Re(wy) > 0. Entonces, para n > n, resulta que

dn = arg\wy). Por otra parte, el médulo de w, viene dado por
z)2 x\2 Y2
wn2 = |1+ 2| = (1+2) + &
n n n
Tenemos ahora, gracias a la féormula de De Moivre que

21Nn/2

= (14+2)" = (14 2) 4 2 " (costng) +isering)

Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es
n/2 2
- n_ x\2 Y2 _ . n/2x Xy B
lim |wh| _I|m[(1+ n) +n2] —exp<llm (n ot —

2
y/n } Por

Ademas, la sucesion {¢n} es asintéticamente equivalente a la sucesion THxn

—

tanto

im{ndn} = "m{”lJyr/;/n} =y

En consecuencia, tenemos que

lim (1+ ﬁ)n = Am(W”)n = lim [wn|" (cogndn) +iser(ndn)) = e*(cosy+isery)

n—oo
Definimos, por tanto, la exponencial compleja como
_ T \"_ Rez ;
& = expz= lim (1+ n) = e"%(cos(Imz) +isenImz))

Observa que

|| =€ ImzeArg(&?)
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En particular, obtenemos la llamada férmula de Euler:
é'=cos+isent  (paratodoteR)

que establece unarelacion entre la exponencial compleja ylas funciones trigonométricas.
Haciendot = ttenemos la singular igualdad

€"+1=0
en la que intervienen los nimeros mds importantes de las matematicas.

De la férmula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

it it it it
cost:el%, sert:elTie (teR)

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce que la funcién exponencial es
una funcién entera y exp’(z) = exp(z). Se prueba facilmente que ¢V = e*€" para todos
z,weC. Se deduce que para todo ze C ytodo ke Z es

& — gz

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funcién periédica con periodo 2.
Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una fun-
cién inyectiva. Observa que la exponencial no se anula nunca pues || = €3¢ > 0.

1.5.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial compleja se va a traducir, como va-
mos a ver enseguida, en que la ecuacién € = z, donde zes un niimero complejo no cero,
va a tener infinitas soluciones we C. Como

W

e = ¥ (cos(Imw) + i sen(Imw))

Para que € = zes necesario y suficiente que:
1. |€"| = |z|, esto es, €3®" = |z|, es decir, Rew = log|z| (logaritmo natural del ntimero real
positivo |z|).

2. Arg(e€¥) = Arg(2z), esto es, Imwe Argzy esto se cumple si, y s6lo si Imw = arg(w) + 2K,
conkeZ.
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Hemos probado que
{weC:e" =z} = {log|z| +i(aryz) + 2km), ke Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacién e¥ = z. Cual-
quiera de ellos se llama un logaritmo de z El conjunto de todos ellos lo representaremos
por Logz De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

logz=log|z|+iargz) para todo ze C*

Observa que cualquier otro logaritmo de zes de la forma log(z) + i2km para algtin entero k.
Es importante que observes que la igualdad

logzw= logz+ logw

que es valida para los logaritmos de los ntimeros reales positivos, no es siempre cierta
cierta para nimeros complejos. Por ejemplo:

log(—1+iv3) =log| — 14iv3|+iarg —1+iv3) = log2+i(arctai—v/3) + 1) = IogZ+i2§n
log(—v3+1i) = log| — vV3+i| +iarg —V3+i) = log 2+ i(arctarf—1/v/3) + ) = IogZ+i%ﬂ

log((—1+iv3)(—V3+1i)) = log(—4i) = Iog4—ig;£ log(—1+4iv/3) +log(—V3+i) = |og4+i37"

Lo que est4 claro es que el nimero logz+ logw € Log(zw), es decir, logz+ logw es un
logaritmo de zwpero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

Como la funcién z— argz es continua en C\ R, y discontinua en R, se deduce que
el logaritmo principal es discontinuo en Ry y continuo en C\ Ry. De hecho, el logaritmo
principal es una funcién holomorfa en el dominio C\ R;. Esto puedes probarlo usando
las condiciones de Cauchy-Riemann aunque en este caso es mds ficil proceder como
sigue. Seaac C\Rj yb=loga. La funcién

G

h(w) = ——. h(b) = e

es continua en todo C. Ademads h(b) # Oy, por tanto, hay algtan r > 0tal que h(w) # 0 para
todo we D(b,r). Como la funcién logaritmo principal es continua en a, deducimos que
hay un s> 0 tal que w = logze D(b,r) siempre que z€ D(a,s). Teniendo en cuenta que la
funcién logaritmo principal es inyectiva, podemos escribir para ze D(a, s):

logz—loga 1 lim logz—loga 1 21
z—a  h(logz) zva z—a  h(loga) a
Hemos probado, pues, que log’(z) = :—; paratodoze C\Rj.
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1.5.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos ntimeros reales a > 0y beR, la potencia de base ay exponen-
te b se define como a” = €”'°92, Ahora, dados a,b € C, con a# 0, sabemos que hay infinitos
logaritmos de a, todos ellos son de la forma loga+ i 2kr, con ke Z. Por ello, cualquier ni-
mero complejo de la forma e®°93+1%M donde keZ, es una potencia de base ay exponente
b. De todas ellas se destaca una:

ab _ ebloga
y dicho ntimero se llama valor principal de la potencia de base ay exponente b. Observa
que sib=1/ndonde neN, el nimero

ql/n _ exp(hoga) _ eXp(logaﬁarga) —n (CosargaJrise arga)
n n n n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por /a.

La definicion anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de base a,
z— &%, definidas por a* = exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcién potencia compleja de exponente b, z— 2°, definida por 2° =
exp(blogz) es holomorfa en C\ Rj.

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad a*™"' = a?+ a" pe-
ro las funciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la
propiedad (zw)® = 2wP. Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+ blogw)

equivalentemente, puesto que la funcién expes periédica de periodo 211, cuando se veri-
fique que

blog(zw) = blogz+ blogw+ 2k, para algin k € Z
Como caso particular, cuando zy w pertenecen al primer cuadrante la igualdad log(zw) =

logz+ logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple para k = 0. Por los mismos motivos
la igualdad (z°)¢ = z°° no es cierta en general.

1.5.4. Funciones trigonométricas complejas
Seno y coseno complejos

Las ecuaciones de Euler:

dt 4 eit cort gt _ it

cost = :
2 2i
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vdlidas para todo t € R, también tienen sentido para nimeros complejos. Por ello, para
todo ze C definimos el coseno y el seno complejos por:
éz4_efu éz__efu
-, sez= ———

2 2i
Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y coseno
reales.

COSz =

Puesto que el coseno y el seno complejos estd definidos como combinacién de expo-
nenciales sus propiedades se deducen facilmente a partir de las propiedades de la expo-
nencial.

1. Identidad fundamental co€z+ serfz=1
2. cog—z) = co092), ser(—z) = —sen2)
3. Férmulas de adicién

sern(z+w) = Serzcosw + Senvcosz

COSZ+ W) = COSZCOSW + SENVSErz

4. Las funciones seno y coseno son derivables en todo C con senz= cosz, cos'z=
—ser
5. Relacién con las funciones hiperbélicas. Recordando que las funciones hiperbdlicas
senhxy costx se definen por:
e+e X ef—e X

I"D(Zi |")(:
Ccos 5 sen 5

Es de comprobacién inmediata que:
coshx = cog(ix) senh{x) = —iser(ix)

6. Se cumplen las igualdades

serz = serx coshy + i cosx senty
cosz = cosx coshy — i serx senty
|cosz|? = co$ x+ senkf

|serg)? = serfx+ senk

7. Las funciones seno y coseno complejos no estdn acotadas, aunque si lo estan en
bandas acotadas paralelas al eje real.

8. Las funciones seno y coseno complejas no tienen mds ceros que los reales, esto es,
serz = 0 si, y sélo si, z es real de la forma 2kmy cosz = 0 si, y sélo si, z es real de la
]
forma > + kTt

Departamento de Andlisis Matematico Célculo Avanzado - 3° Ingenieria Informatica



Leccién 1. Ntimeros complejos y funciones complejas elementales 35

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcién tangente compleja como
senz
tgz=—— cosz#0
9z= o  (coz#0)

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es una funcién

holomorfa en su dominio de definicién C\ {z: cosz= 0}. Ademads sabemos que cosz= 0
) . T .

sOlo si zes real de la forma z= > + 2kmpara algun ke Z.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades del seno
y el coseno. Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+tgw

g(z+w) = 1-tgztgw

1.5.5. Funciones trigonométricas inversas
Arcocoseno complejo

Dado un ntimero complejo z€ C se trata de calcular los complejos wtales que cosw =z

eiw + efiw

=7 eVire™W_27-0

puesto que exp(w) # 0 para cualquier w, podemos multiplicar por €" la expresién anterior
eV —2zd" +1=0
Poniendo u = €Y, la ecuacién anterior podemos escribirla u? — 2zu+ 1 = 0, cuyas raices

son
U=z+vV22-1=z+iV/1-2

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra pues su
producto es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) =z+ivV1-22 <= iwe Log(z+iy/1—2?) <= cosw=z

Naturalmente, hay infinitos valores de w que verifican la igualdad anterior. El conjunto
de todos ellos se representa por Arccosz.

1 .
Arccosz = T Log(z+iv1—2)
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De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le llamamos valor
principal de Arccosz que estd definido por:

arccog = % log(z+ivV1—-2)

Veamos que el arccog extiende al arcocoseno real. En efecto, para z= xe€[—1,1] tenemos
que:

i—llog(x+i 1—x2):%(Iog’x+iﬂ‘+iargx+i\/ﬁ)):
= i—l(logl+iarg(x+i\/1—x2)) =
=argx+iv1-x?)

Observemos que (X,v/'1—x2) es un punto de la mitad superior de la circunferencia uni-
dad y una medida del angulo que forma el nimero complejo x+iv/1— X2 con el eje real
positivo es precisamente el arco cuyo coseno es x. Ademds, para x € [—1,1] se tiene que
0 < arccox < 1. Deducimos que argx+iv/1— x%) = arc co.

Teniendo en cuenta que v1—22 = exp(% log(1—2%)), y que el logaritmo principal es
holomorfo en C\ Ry, deducimos, por la regla de la cadena, que la funcién z+— +/1—Z2 es
holomorfa en el conjunto

Q={zeC:1-Z0Ry} =C\ (] —,~1U[1,+o|)
Anélogamente log(z+iv/1— %) es derivable en el conjunto

Q= {ze(C:erix/l—zZDRg}

Como z+iv1— 22y z—iv1— 72 son inversos, tenemos que
z+iV1-ZeR, = z—iV1-2eR, = zeR = z€]—o, 1]
V1-72€iR

deducimos que Q; = C\] — 0, —1] D Q. Luego el arcocoseno es holomorfo en Q. La regla
de la cadena nos permite calcular su derivada

4

1+i——

N

arccosz= - - 1-z
z+ivV1-2

1 V1-Z-iz -1
VI Ziz—V1-Z2Z JV1I-Z
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Arcoseno complejo

Dado un nimero complejo z queremos calcular los complejos w tales que serw = z
El conjunto de tales niimeros lo representaremos por Arcsen Aunque podemos repetir el
mismo proceso anterior, podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

T
senw = cog( = —
$Z-w)
T 1 . . .
luego serw = z si, y s6lo si, S—wWe- Log(z+iv1—2?). Equivalentemente si
T
we = +ilLog(zxiv/1-2
€ 5 +ilog( )

El valor principal del arcoseno, que notaremos por arcserz, se define eligiendo el loga-
ritmo principal:
arcserz= 1—2T+ilog(z+i\/1—22) zeC

y es una funcién holomorfa en C\| — 0, —1] U [1, 4-oo].

Arcotangente compleja

Dado z € C queremos calcular los nlimeros complejos w tales que z= tgw, esto es, z=

S . .
cosw lo que es lo mismo, zcosw = serw. El conjunto de todos ellos lo representaremos
por Arctgz Escribiendo la definicién de seno y coseno
eiw _ efiw eiw + efiw
z

2i N 2
Si z= +ila ecuacién anterior no tiene solucién por lo que consideramos z # +i. Multipli-
cando por €V = u la expresién anterior resulta

W-1=iz(l’+1) = w?(1-iz) =1+iz

. o 1+iz
puesto que z# —i podemos escribir u? = 7 esto es,

w1tz e lLog(1+iz> (z# +i)

1-iz 2 1-iz

Definimos entonces el valor principal de Arctgz por:

arctgz= %Iog<1i—!z) (z+#£ +i)

1Z

Puedes probar ahora que la funcién arctgz es holomorfaen C\ {ip : p € R,|p| > 1}

Es facil probar que la funcién arcotangente compleja, al igual que ocurre con las de-
mas funciones trigonométricas complejas, extiende a la funcién arcotangente real.
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1.5.6. Ejercicios

1.

2.

10.

11.

. Calcula log(—1—i) —logi y log (%)

Expresa los 8 nimeros +1+i, ++/3+i enlaformaré?.

Calcula el médulo y los argumentos principales de los nimeros
1+€? 1% —ad?

donde |§| < tya> 0.

. CalculalogzyLogz cuando zes uno de los nimeros siguientes

i,—i,e 3 e 4 —5e1+i

. Calcula log(3i) +log(—1+iv/3) ylog (3i(—1+iv/3)).

. Calcula

[(_4)i]’ i73i’ [IZ/Tq’ [ii]7 12i’ 314’ ((—i)i)i, (1+i)l+i

. a) Estudia, para ze C* yneN, las igualdades:

a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; ¢) log (%) = —log(2);

) 1og(¥2) = 42 &) log(2") = nlog(2)

b) Prueba que la funcién logaritmo establece una biyeccion entre los conjuntos C\R,
y Q={zeC*: —mt<Im(z) < 11}.

Con una interpretacién adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) Log(zw) = Log(z) + Log(w)

Estudia, interpretdndolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igual-
dades:
a) Log[a®] =bLog(a) b) log[a’] =bLog(a) c) log(a®) = bloga

Indica el error en los razonamientos siguientes: (—z) = z?; por tanto 2 Log(—2z) = 2Log(2)
y, por consiguiente, Log(—z) = Log(z).

Explica con detalle dénde esta el error en las igualdades siguientes:

= (DY = [ = ()PP

Departamento de Andlisis Matematico Célculo Avanzado - 3° Ingenieria Informatica



Leccién 1. Ntimeros complejos y funciones complejas elementales 39

12. Calcula las partes real e imaginaria de los nimeros
sen(l+i), cogl—i), tg(1+2i)

13. Indica los conjuntos de puntos z€ C donde las funciones €, serg, cosz, tgz, arcsers,
arctgz toman:

a) Valores reales.

b) Valores imaginarios puros.
14. Calcula Arcser(1+1i), Arctg(1—i), arcsen, arctg 2.

15. Seaa e Cy {z} una sucesién de complejos no nulos tal que {|z,|} — +co. Justifica que

{<1+%>Zn} — exp(a) ; {zn (a% - 1)} —log(a) (a#0)
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